Ejercicios para el tema de Continuidad

1. En cada uno de los siguientes casos, encontrar un ¢ tal que, \f(x)—l\<g

paratodo X que satisface 0<‘X—a‘<5

) FO)=x"1=a’ v) F(x)=————:a=0, | =0
1 1+ Sen®x

i) f(x)=—;a=11=1

) T00=75 v) f(x)=\|x; a=0, 1=0

i) f(x)=x2+§; a=11=2 vi f(xX)=x;a=1 =1

Los siguientes ejercicios los puedes consultar en el libro:
Célculo de Arizmendi, Carrillo y Lara.

2. Determinese si las siguientes funciones son continuas en donde se indica:

Jx2—1 x>1 X]
1= x> —2x+1 xGEJl] o %=1 b) h(x)=1 x =0 e Xo=0
’ 1 x=0
J1—x2 x €[0,1] d) k(x)= s(x) xe(ab] en X, =Db
c) g(x)= 5 en Xo=1 t(x) xé€[b,c) 0
—1-(x=2)" xe€[12] (Si s(x) y t(x)son continuas en b)

3. Usando directamente la definicion de funcidon continua, mediante el limite,
demuestre que las funciones siguientes son continuas en el punto indicado.

a) f(x)=3x—5en x,=1 b) g(x):_%XJﬂ/gen X, =—1
— 2y 2 —
c) f(X)=3x"—5x+1en x,=0 d) g(X):%x2+ 3% en Xo = 2

2 3 2

J— = —_ :1
2Xx°—1 en X =—1 f) K(X)=2x"+ X" —X+3 en X,
3X+2

e) h(x) =

9) f(X):ki en x,=1, k=0 h) g(x)=[x] en X, =0.75
X

j) f(X)=+2x—5 en x,=3

i) h(x)=|x—3 en xO:%
(Ver ejemplo 1 de la pagina 105)



Los ejercicios siguientes los puedes consultar en el
Libro de Célculo de M. Spivak.

4 Resuelva lo siguiente:

a) ¢Es cierto que si |f| es continua, entonces f es continua?

b) Si f esunafuncion que satisface ‘f(x)‘g‘x‘ V¥ X.Demostrar que f es

continua en 0. (Obsérvese que f(0) debe ser igual a 0).

c) Dar un ejemplo de una funcién que no sea continua en ningun punto,
excepto en a=0.

d) Si g es continuaen 0, g(0)=0vy ‘f(x)‘g‘g(x)‘. Demostrar que f es

continua en 0.
e) Dar un ejemplo de una funcién f que no sea continua en ningln punto,

pero tal que |f| sea continua en todos los puntos.

f) Paratodo namero a, hallar una funcién que sea continua en a, pero que no
lo sea en ningln otro punto.

., . . 11 ,
h) Hallar una funcién f que sea discontinua en 155 pero continua en
todos los demas puntos.
. ., . . 11
i) Hallar una funcién f que sea discontinua en 1,5,5,..., y en 0, pero

continua en todos los demas puntos.

5. Supongase que f satisface que f(x+y)=F(X)+ f(y) y que f es
continua en 0, demostrar que f es continuaen a, V a.

6. a) Demostrar que si f es continuaen a, entonces también lo es |f|

b) Demostrar que toda funcién continua f puede escribirse como la suma de
dos funciones continuas, una par y la otra impar.
c) Demostrar que si f y @ son continuas, también lo son: max(f,qg) y

min( f, g).

7. a) Supdngase que g y h son continuas en a, y que g(a)=h(a). Definase
f(x) como g(Xx) si x>ay h(x) si x<a.Demostrar que f es continua
en a.



b) Supdéngase que g es continua en [a,b], h es continua en [b,c] y

g(b)=h(b). Sea f(X):{gE;(; z:iiizg Demostrar que f(X) es

continua en [a,c]. (Asi pues las funciones continuas puede “soldarse”).

8. Si lim f(X) existe, pero es distinto de f(a), entonces se dice que f(X) tiene
X—a

una discontinuidad evitable en a.

a) Si 1‘(X):Sen[l para X=0 y f(0)=1, ¢Tiene f una discontinuidad
X

1
evitable en 0?, ¢Y si f(X)= X sen[;] para X=0y f(0)=12. Demostrar

que toda funcion continua f puede escribirse como la suma de dos

funciones continuas, una par y la otra impar.
b) Supéngase que f tiene una discontinuidad evitable en a. Sea

f(xX)=9g(x) para Xx=a y sea g(a)=Ilim f(x). Demostrar que g es
X—a

continua en a. (No tomarse demasiado trabajo; esto es muy féacil).

9. Para cada una de las siguientes funciones polinémicas f, hallar un entero n,
tal que f(x)=0 paraalgin x entre ny n+1.

a) f(X)=x3-x+3  b) f(X)=x>+5x*+2x+1

c) F(X)=x>+x+1  d) f(X)=4x>-4x+1

10. Demostrar que existe algin namero x, tal que:

) senx = x — 1. b) X179 4 163 = 119.
1 + x*> + sen®*x

d @2x*—2)*=—x+1

a
1
c) cos(x) —==x—1
2
11. Supéngase que f y g son continuas en [a,b] y que f(a)< g(a), pero

f(b) > g(b). Demostrar que f(X)=g(x) paraalgin X &[a,b]. (Sila
demostracién no es muy corta es que no esta bien).



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Supoéngase que f es unafuncion continuaen [0,1] y que f(X) estaen [0,1]
paratodo X.Demostrar que f(X)= X paraalgiin nimero X.

Sean f y g dos funciones tales que f + g escontinuaen a.¢:Son f y g
necesariamente continuas en a?

Sean f y g dos funciones tales que fg es continuaen a.¢Son f y g
necesariamente continuas a?

Los siguientes ejercicios los puedes consultar en el
libro: Calculo de Arizmendi, Carrillo y Lara.

Sea f :(a,b) — R continuaen X, €(a,b). Pruébese que si f(x)>0,

entonces existe una vecindad de X, en donde f es positiva.

Vea si en los siguientes incisos se cumple el teorema del valor intermedio y en
ese caso, calcule un valor intermedio.

a) f(x)=x%en[-11] b) g(x)=x>—1 en [0,3]
c) h(x)=x*+4x+4en[0,1] d) k(x)=3x*—x—1en[-11]
Pruebe que las ecuaciones dadas, tiene una raiz en el intervalo que se sefala:
a) X*+7x?>—3x—5=0 en [—3.2,0.1]
b) X° —4x®+x?—1=0 en [—2.1,1.5]
c) X* —3x®+x?—4x+3=0 en [—1.3,1.5]

d) X sen(x)—%:o en [—1,2]

e) xcos(x)+%:0 en [1,3.5]



Ejercicios opcionales

1. Hallar el supremo y el infimo (si existen) de los siguientes conjuntos.
Igualmente encontrar los maximos y minimos (si existen).

(1) ll nen N]-

n

(ii) l-’l;:ncnz y n#Ol-

(ii) {x:x =06 x = 1/n para alginn en N}.
Giv) {x:0<x< V2 y x es racional

(v) f{x:x*+x4+12>0}.

(vi) {x:x?4+x—1<0}.

(vi)) {x:x<0 y x2+x—1<0}.

(viii) ‘% + (—1)": nen N]-

2. (a) Supongamos que A # @ estd acotado inferiormente. Designemos por —A
el conjunto de todos los —x con x en A. Demostrar que —A +#9, que
—A estd acotado superiormente, y que —sup(—A) es la cota inferior
méxima de A.
(b) Si A = @ estd acotado inferiormente, sea B el conjunto de todas las cotas
inferiores de A: Demostrar que B @, que B estd acotado superiormen-
te, y que B es la cota inferior mdxima de A.
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